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زنگ تفريح
رها و معلــم رياضی اش گرم گفت وگو بودنــد كه صدای زنگ 
مدرســه آن ها را به خودشــان آورد. تعدادی از سؤال های رها 
بی پاســخ مانده بودند، اما معلم برای تدريــس رياضی بايد به 
كلاس ديگری می رفت. ســؤال های رها بيشــتر پيرامون لزوم 
اســتدلال های هندسی بود. او هنوز هم قانع نشده بود چرا بايد 
اين قدر وقت صرف اثبات های هندسی كند؛ آن هم وقتی كه از 
روی شكل درســتی آنچه را می خواهد ثابت كند درست است، 

به راحتی می بيند.
معلم در حالی كه خودكار و كاغذش را در كيفش می گذاشــت 
گفت: »رها جان، فردا دوباره با كلاس شما رياضی دارم. ان شاءالله 

فردا در كلاس بيشتر صحبت می كنيم.«

در کلاس رياضی
معلم وارد كلاس شد و شروع كرد به كشيدن شكلی روی تخته. 
او از ديروز كه با رها صحبت كرده بود، به چندين مسئلة اثباتی 
در هندسه فكر كرده بود تا يكی از آن ها را در كلاس مطرح كند. 
مسئله ای كه هم برای دانش آموزانش چالش برانگيز باشد و هم با 
آن رها را متوجه اين امر كند كه: »شكل ها، اگرچه غالباً ايده های 
اثبات های هندسی را به ما نشان می دهند، اما نمی توانند جای 

اثبات را برای ما بگيرند.«
ديشب موقعی كه داشت قفسة كتاب های رياضی كتابخانه اش را 
مرتب می كرد، چشــمش به يك كتاب هندسة نسبتاً قديمی از 
مویز و دانز افتاد. كتاب را برداشــت و آرام آرام آن را ورق زد. از 

همين كتاب مسئلة  مورد نظرش را انتخاب كرد.
معلم: خُب بچه ها، قبل از اينكه به ســراغ درس جديد برويم، 
 ABCD لطفاً به اين مســئله فكر كنيد: وســط ضلع های مربع
را با G،F،E و H نام گذاری كرده ام. با توجه به شــكل 1، نسبت 

مساحت مربع IJKL به مساحت مربع ABCD چيست؟
 

مســئله به قدری جالب بود كه همة دانش آموزان را درگير كرد. 
بچه ها داشتند روی شكل علامت گذاری می كردند تا ارتباط بين 
پاره خط های ايجاد شده در شكل را با هم ببينند كه ناگهان رها 

با خوش حالی گفت: »اجازه من حلش كردم!«
همة بچه ها با تعجب به رها نگاه كردند. آخر هنوز دو دقيقه هم 
نشده بود كه معلم مسئله را مطرح كرده بود. برخلاف هميشه كه 
اگر كســی تمرينی را سريع حل می كرد، معلم از او می خواست 
كمی صبر كند تا بقية دانش آموزان هم فرصت فكركردن داشته 

باشند، اين بار همان موقع از رها خواست تا راه حلش را بگويد.
رها: اجازه اين مسئله ســاده تر از آنی بود كه فكر می كردم. ما 
اينجا چهار مثلث كوچك داريم. من جای اين مثلث ها را تغيير 

می دهم تا شكل جديدی پيدا كنم )شكل 2(.
 

خُب الان من به جای اين چهار تا مثلث كوچك، چهار تا مثلث 
ديگر كشــيده ام كه دقيقاً هم اندازه با آن قبلی ها هستند. پس با 
اجازه تان ديگر آن قبلی ها را پاک می كنم تا شكل جديد را بهتر 

ببينيد )شكل 3(.
 

مساحت مربع بزرگ ABCD برابر است با مساحت اين 5 مربع. 
 ،ABCD به مساحت مربع IJKL پس نســبت مســاحت مربع

يك به پنج است.
دهان بچه ها از راه حل خلاقانة رها بازمانده بود: چقدر ســاده و 

چقدر زيبا!
معلم: بسيار خُب. بچه ها راه حل رها را ديديد. آيا شما هم تأييد 

می كنيد كه استدلالش درست است؟
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همة بچه ها استدلال او را درست دانستند.
معلم: خُب، به نظر می رســد كــه راه حلت مورد قبول بقيه هم 
هست. اما ... رها، من دارم به اين فكر می كنم كه به نظر می رسد 
تو از اينكه نقطه های G ،F،E و H وســط ضلع های مربع بزرگ 

هستند، هيچ استفاده ای نكرده ای؟
رها: نه.

معلم: پس به نظر تو چرا در مســئله گفته شــده است كه اين 
نقطه ها وسط ضلع ها هستند؟

رها: شايد می خواسته اند ما را منحرف كنند.
معلم: پس با اين حســاب فكر می كنــی اگر اين نقطه ها دقيقاً 

وسط نباشند، باز هم می توان مثلث های جديد را كشيد و ...
رها: بله، چرا نتوانيم.

معلم: اگر اين طور باشد، ما می توانيم فرض ديگری برای مسئله 
جايگزين كنيم.

رها: بله.
معلم: خُب، پس در مورد نقطه های G ،F،E و H چه می گويی؟

رها: جای اين نقطه ها مهم نيست. روی هر ضلع يك نقطه قرار 
می دهم و به روشی كه شكل مسئله نشان می دهد، نقطه ها را به 

رأس ها وصل می كنم.
معلم روی تخته شكل جديدی كشيد )شكل 4(.

 

رها: اوه اوه. چی شد! اصلاً ديگر آن وسط مربعی نداريم.
رها داشــت فكر می كرد چطور حرفــش را اصلاح كند كه از ته 
كلاس كســی با صدای بلند گفت: »اجازه، شــايد بايد بگوييم 
 DF كه فاصلة نقطه ها تا رأس ها يكســان باشد. مثلاً اگر اندازة
 AE و BH، CG يك چهارم اندازة ضلع مربع اســت، اندازه هاي

هم بايد يك چهارم از اندازة ضلع مربع باشد.
معلم: پيشنهاد خوبی اســت. اجازه بدهيد آن را بررسی كنيم. 
امــا به جای آنكه شــكل را روی تخته بكشــم، آن را در محيط 

»جئوجبرا« رسم می كنم.
برای آنكه ببينيد آن روز در كلاس چه گذشت، 
رمزينة پاسخ سريع )كيوآر كد( مقابل را پويش 

كنيد.

به نظر شــما آيا اســتدلال رها »درست« اســت؟ آيا هر مرحله از 
استدلال او دليلی »منطقی« دارد؟

در دنيای رياضی بايد برای هر آنچه ادعا می كنيم، دليلی درســت و 
منطقی داشته باشيم؛ دليلی كه مستقل از شكل، شهود و دريافت های 
ما از حس های پنج گانه  باشــد. همان طور كه در دو قسمت قبل هم 
اشــاره شد، شكل ها صرفاً ابزاری هســتند كه به ما كمك می كنند 
راه حل را راحت تر »ببينيم«، اما به هيچ عنوان تضمين نمی كنند كه 
آن راه حل تماماً درست باشد؛ به خصوص كه ممكن است در »ديدن« 

دچار خطا شده باشيم.
به اســتدلال رها بازگرديم. اگر ادامة آنچه را كه در كلاس گذشت، 

با پويش رمزينة مقابل ببينيد، متوجه می شويد ايدة 
 G ،F،E رها تنها هنگامی درست است كه نقطه های

و H وسط ضلع های مربع ABCD باشند.

بــا اين حال، »ايدة رها« هنوز هم تا رســيدن به »اثبات« آنچه كه 
ادعــا می كند، فاصله دارد؛ چرا كه ايدة او بر اين اســاس اســت كه 
چهــار مثلث  كوچك داخل مربع ABCD، با چهار مثلثی كه بيرون 
مربع كشــيده است، هم نهشت هستند و دقيقاً آنچه كه در استدلال 
او گم شــده است، اثبات همين هم نهشتی هاست. در واقع، ادعای 
رها درست است، اما دلیلی که برای آن می آورد، ناقص است. 
دقت كنيد كه در اين مســئله، رها بدون اســتفاده از اطلاعاتی كه 
مسئله داده است، نمی تواند استدلالش را كامل كند؛ زيرا برای اثبات 
هم نهشتی  مثلث ها بايد از اينكه نقطه های G ،F ،E و H وسط اضلاع 

مربع ABCD هستند، استفاده كنيم.
اما اجازه دهيد از اين مسئله فراتر برويم و در حالت كلی اين پرسش  ها 
را مطرح كنيم: »هدف از اطلاعاتی كه مسئله به ما می دهد، چيست؟ 
آيا آن ها ناكارآمدند و يا قصدشان گمراه كردن ماست؟ آيا می توانيم 

آن ها را تغيير دهيم؟«
در دنيای رياضيات به اطلاعاتی كه مســئله به ما می دهد، »فرض« 
می گوييم. در اغلب مســئله های رياضی، از اين فرض ها بايد استفاده 
شــود تا بتوانيم استدلالی درســت و كامل ارائه دهيم. اگر اصلاً به 
آن ها احتياج پيدا نكنيم، احتمــالاً يك جای كار می لنگد! در واقع، 
اگر مســئله فرضی بيهوده به ما داده باشــد، می توانيم آن  را تغيير 
دهيم يا حذف كنيم؛ بدون آنكه راه حل ما دستخوش تغييری شود. 
يــا می توانيم بدون درنظرگرفتن آن فرض، راه حل درســت ديگری 
ارائه كنيم. برای مثال، ديديد كه در مسئلة معلم رها، اين فرض كه 

نقطه های G ،F ،E و H وسط ضلع ها هستند، اضافی نبود.
البته گاهی ممكن اســت طراح مسئله متوجه اين نكته نشده باشد 
كه مسئله با فرضيه هايی كمتر يا فرضيه هايی ديگر حل می شود، به 
همين دليل اگر در راه حلتان از همة فرضيه ها اســتفاده نكرديد، از 

درستی كارتان نااميد نشويد.
ادامه دارد...
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